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中学校こう年次で円について ｢接線｣a)概念が導入される そして高等学
校数学11で関数のグラフの上の点における ｢接線｣の定義がなされる
前者は図形的なもので直感的であり,後者は微分を用いているが,その間
には大きなギャップがある 本研究はより一般の曲線について ｢接線｣を
図形的に定義しそれにたってこのギャップを埋めることを目的とする ま
ず本論ではその理論的な盛付けをする.
1 研究の動機
笹者は高校生の頃,大きな疑問を持っていた
｢関数y-/(I)-.T3のグラフの原点
における接線はy-0(3･軸)である｣と
は本当だろうか.
｢接線｣という用語は,中学校.3年で ｢円と直
線の関係｣の中で初めて学ぶ.そこでは次のよう
に定義している
定義 1 1
円と直線o)位61TL引調係は共有点o)個数によって次
のこうつの場合に分けることができる.
∽ 2点を共有する m l点を共有する
三 丁 / i
a-1･
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)1.21P94-95より抜粋
(ウ) 共有点がない
d>r
上U)図の tは円 ()a)半径Jdは中心 ()から直
線 eまでの距離を表している (中略)こ0)(イ)
の場合.直線Cは円0とJ点だけを共有している
このとき,直線 Cは円0に接するといい,直線 e
を円0の接線,共有点J4を接点という
同様の定義が高等学校数学科の教科沓 2でも見
受けられる
という;うつの状況に分額されている この放論か
ら類推するとy-T3のグラフと.T軸は r交わっ
ている｣ので､筆者には上の疑問o)答えは ｢NOJ
であるように思えた 長じてある程度艶何字を学
3例えば r3Itつ26-27など
んだ段階でを.り波線とu何ぞやjという疑問u/亡
くなった牛,u)a),こU)疑r捌こ対すろ答えu長いlLlJ
はられなかった
こu)疑問にI娼越し,末贋聡氏による研究純L.Pu
とても興味深いものであった､氏U)調査に上7Jt
でt,ないが r放物線U)頂点においては接線書.上何木
か (雑数に)引くことができる｣と誤解している
生徒は多数いるもV)と思われろ.氏o)研矧 .1,千
うい 〕｣二従に対してグラフ電卓fc_(用いて曲線Lr
｢粧大して見るl､すなわち l局所的に曲線を見
るJことに上って接線とuとJいう車,a)かを詩.LUm
させ Lうという幸,のであり.結果的に搬順U)概念
を直感的に認識させている.グラフ亀卓o)特質を
生かしたt,a)として注削こ他する
しかしこのことが必要となるのは中学校段階に
おける ｢接線の牧舎｣と高校段階でO-)r接線u)荏
勤 がかり離れてしょっているためであり,本来
tJそu)ギヤyフを埋めるべきである
そu)結果,中学校段階で車,放り組め7JiI)な,
Lり 舷的な接線u)定義が必要であると考え7Jに
至った
2 従来の接線の定義における問
題点
【fl等教育におけるLIl線の接線J)定義としては,
前節に述べたRU)接線U)ほかに膚等竿校数pTCIlに
おいて次o)ようなもU)がある
定義 24曲線y=/(.り上U)点 A(tJ((I)),B(a.+
h,/(a1-h)),をむすぶ直線ABにおいて,点Ljを
曲線にそって点 月に近づけると,直線 ADu一
定の直線ATに限りなく近づく この一定な直線
ATを曲線上U)点Aにおける接線といい,点Aを
接点という
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こu)追苑は微分係数U)定義を導入した後で行われ
ろ そしてここからいきなり
接線ATの傾き!･J,微分係数/′(a)であ
る すなわち.I/((I)は点.4における接
線の傾きを表す
と議論が進んでいく こu)定義によれは 懲f;'u)
疑間はとりあえず舶i^Lする.しかL次U)問脂点が
ある
1y-I(.r)の形で表されている曲線にしか正
義できない 従って例えfr円U)接線に-)いて
は完全にu定轟できない
2 1㌧長月を曲線にそって点.`tに近づりろと,症
線ABは一定U)直線ATに限りなく近/jく.
｣という表現は,生徒にとつてはわかりにく
い 芙際,｢他郷艮｣の概念はとて招 作聯tであ
る 数列や悩数の極限でも概念をとらえきれ
ないのに,さらに直線が直線に r近づくJと
いうU)は難解である さらにいえば厳療な定
義とは言えない
曲線論の立場からいえば,平l前曲線とは
(A;'=:(':,' (1∈LOll,Rなど)
という関数o)組で表される点 ('･,y)からなる鵜
合と定義され,.t･(I),y(りがf- /,Oで微分可能で
ともに Uでないとき,そu)曲線上U).良(To,y｡)-
(.T(lo),u(lo))における接線 J
y'(to)(Ll:-･r(lu))-:J:I(/o)(y-y(I｡))
と定義される5.この定義は厳塩なものである.高
等学校数学 HUL)中で見られる放論もこu)流れを
汲んで,先に微分という演算を定藻しそa)上で接
線を定発するため, i微分a)息昧｣r接線a)あ軌
が堂々巡りになってし-i.)危険性がある
従って,-lkLめられる LfE線の定点｣は l微分｣と
いう概念 さらにu ｢座標｣a)概念とも切り陳し
てなされろべきである
3 接線についての新しい定義
以上の議論から接線U)定義は以下のような原則
に基づいて1'Tわれるべきである
1数学的に厳折であること.定義する曲線お 上
びその血を厳密に規定し,オ店や誤解がない
しうにする.
'2中乍校数学科の授業でその概念を導入するこ
とを目指す.従って ｢微分｣の概念をもちい
ない さらにできれば座標の概念も用いない､
3言共での定義は難しくても,概念としてiLt捉
えやすいもu),直感的に分かりやすいものと
する
3.1 接線の新しい定義
曲紬⊥U)点における接線について次a)とうな定
義をする.
定義 3連続な曲線e上o)点 iIについて′4を中心
とする適当な大きさの半径の円で,次のような条
件を持つものが存在すると仮定する
仮定 1そGr)円U)任意の半径と Cとの
^以外の火有点の数が 0または 1であ
5例えば.l4】
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り.曲線 e上U)点て円 ′lU)周お よびそ
の内部に含まれる部分が,剛 tJ上U)異な
る2点をそれぞれ始息 終点とし.Aを
含む連続で有限の長さを持つ単純曲線j
である
こU)円を固定し.特に円Aと呼ぶ.その曲線は点
A,および2つV)連結な曲線に分りることができ
る 点 Aによって分けられた2つ0)部分を便宜
上それぞれ右側部分,左側部分と呼ぶ
Aを始点とし,右側部分の上の点Bを通る半直
線を考えろ.β が右側部分全体を動いたとき‥二
れらの半直線上の点全体からなる領収はAをTfl
点とする角領域である これをβと名川 〕･る ニ
a)領域 R0)境界のうちFH=含まれない部分はA
を通る半直線となる.こU)半直線を含む直線を,
曲線 e上o)点 .4における ｢右側接線Jと呼ぶ
同様に l左側部分｣に対 して ｢左側接線｣を定
める.
右側接線と左側接線が一致するとき,その直線
を曲線 e上の点Aにおける接線と定める.
3.2 数学的な背景
あくまでも厳密性を追求する観点から新しい定
義も本質的には ｢微分｣を用いた定義を基本とし
たい そこで間艦となるのは ｢極限｣の扱いであ
る 中学校では極限の概念u扱わないし,高等学
校でも正感的な定義に終始 し,しかもそれ自体そJ
牧舎として捉えられているとは貰えない場合が多
い 極限u)概念を表に出さず,実質的に権限に相
当する概念を述べるために数学的にt夫をする
3.2.1 微分を用いた従来の定義について
参考文献 l51に従って微分係数についてU)定穀
を復習する.
定義 4(【5】P.123定義13)7
6Joldau弧のことである
7r5l㍗124-P125の議論を見る限り 田5'氏も接線の定
鳶のヰ人の仕方について教育上の配Eさが必要TCあるという者
.T=Cおよびその近くで定義されている関数
/()･‖こついて
】im/(･1)-/(()
.T･ーl? Jl-(:
という極限値が存在するとき,/(:1･)は ∫ -(,･で
微分可能であるといい.この極脚直を/′(･)と表
す すなわち,
liH1.Y･lJC
/(･T)-/(I,)
:ど-C -/I((:)
また,この /′(C)を3;-Cにおける/(I:)の微分
係数という.
一般に極限は ｢すべての近づき方x→(:に対し
て極限が存在するとき｣という形で定義されてい
る.特に.T>Cという条件の下でx→ Cのとき
の極限の値
/(.T)-/((･)1itI J､~ノJ､~ノ
1.-n十0 こr- (,I
は ｢右側微分係数｣とよばれる.同様に ｢尉則微
分係数｣も定義され,これらの値が等しいときそ
の値が微分係数であるということになる.
3.2.2 新しい定義の妥当性
我々の新しい接線の定義においては先の仮定 】
が重要である.
仮定 1'連続な曲線e上の点月について
Aを中心とする適当な大きさの半径の
円その円の任意の半径とeとのA以外
の共有点の数がoまたは1であり,曲線
e上の点で円Aの周およびその内部に
含まれる部分が,Aを含む連続で有限な
長さを持つ曲線で,その曲線は点A,お
よび2つの連結な曲線に分けることが
できる
この条件を満たす点A(円A)を考える,このとき
この円によって切り取られるCの部分(両端も含
札を持-)ていたように思われる
む)は適当な.T一･y座標系および連続関数 rを導
入することによって
t(1･,y)∈R2 .･y=.I(.T),-】≦1･≦月
と表される.特に(UJ(0)が点Aであるように
Jをとることも可能である.このとき円Aの半
径が Cと交わるということはその半径が ea)刺
鰍 こなっていることであり,その交点o)数が高々
1つであるということは差分商の関数
△/(.T)-
/(∫)-/(U)
∫
が区間 (0.11およびl-1,0)上でJ対 J連続関数
であるということになる.このとき左右の極限
.I.1ilT｡△/(J'), .TliIIl｡△/(l-)
が存在する一t,しこれらの極限値が 士∝)になっ
てしまう場合は,座標系を適当に取り直せばよい.
さらにこの差分商の関数は区間 (0,1お
よび 卜=) 上で狭義の単調関数になるか
ら, 忠 .△/(:C) および △/(1) の うち~
方が｡i.lr<1△/(･T), 他方が sup△/('L), また0<てく1
.:TI.△/(･1:)および △f(-り の うち~方が
_ Iil.I<.△f(･T)他方が sup △I回 とそれぞれ等-1≦1･<0
しくなる.このとき
Aを始点とし,右側部分の上の点Bを通
る半直線を考える 日が右側部分全体を
動いたとき,これらの半直線上の点全体
からなる領域をRと名付ける
0)であるから,その領域は角領域となりその角o)
2辺は点Aを通る,傾きが
.itlr<.△/(･可 及び sup△r(可0<T.<1
(または_悪 く.△/回 及び sup △/(可)-1<r<0
すなわちAを通り傾きが
訂聖 .△/(.'r) 及び △/(])
(またはl聖 ｡△/(I) 及び △/(-)))
一 74一
a)直線となる,さらに△I(.L･)が狭義単調な関数
であることから,liを構成する半直線U)うち傾き
が1聖 .△J(.tl)および禦 ｡△/(･71)になるもU'lよ
ない.従って
この領域Iiの境界のうちRに含まれな
い部分は^を通る半直線となる.この
半直線を曲線e上の点Aにおける ｢右
佃‖妾線｣と呼ぶ
ことが妥当であり,その傾きが ｢右側微分係数｣
と/J:るU)である.
ここで
｢右側接線と左側接線が一致｣
すなわち
｢右側微分係数-左側微分係数｣
であればその点で微分可取 つまり接線が存在す
るということが示され,さらに実際にその接線が
求められるのである.
3.3 定義の直感的な理解
前節の数学的な背景は,教師は理解しておくべ
きであるが生徒に示すべきものではない.さらに
言えばこの定義も厳密性にこだわるあまり,その
文面は大変にわかりにくい.そこでこの定義を直
感的にとらえ,説明する方法を示す.
3.3.1 描線が定義できる曲線,できない曲掃
まずわれわれU)新しい定義によって接線が定義
できるもU),できないもo)を見分ける必要がある
詳細についてt.t前項で示したが,直感的にti次U)
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ように扱う
上の図の上 して｡A
を描く.
上の図のような曲線e上の点Aに対しては,円
を大きく描くと条件を満たさないU)で,円Aを小
さく定める,
こ0)ような場合には接線が定義される.
一方,関数
y-･r(.T)-( :C'sitlも,･ ::..:≡:.
のグラフ上の点 (0,0)においてEi,本来接線が定
義されてそれはコ.軸であるが.われわれの定義に
お いてu こ u ) lI】が 描 け な い
こU),Lr)に新しい定義u,一般U)曲線に対して
定義できるわけではない われわれuこU)上うな
場合には言及しないこととする
3.3.'1 捜綿の求め方
新しい定義で圧 ｢右側｣r左側｣ C/)2',Jb')横線
を考えていろ 前節 U)条件企,満たす曲線について.
これらuつぎu)手順で求めることができろ
L曲線の ｢右側部分｣を通>:,すべてV)FI]Aの
半径を点Aが始点となる半画線に延長させ
て描く.
'2そV)ときできる図形(角領域)a)2辺U)うち,
一･万はf肌 ､た半直線であるが.仙刃 口削 ､た
うらに圧ない それが点Aにおりろ右側棲
-76
線で ある
4 新しい定義の利点と欠点
こU)とらえ方には大きな効用があ73 特に太廓
氏(J)調査で明らかにな/)た l接線についてU)誤･｣
た執念｣を払拭す7Jことができる 特に曲線U凋書
林を何木与,引くという換作を通1じて概念/a.-習得7)I
そ'ため,WL.血糊こわかりやすい 七たこiL･F･で扱
えなかった内容を扱 )ことができる たとえば次
の上うな内'輔.が挙りC.,れろ
l放物線C/)鳳ILにぶ りろ接線が ｣本しかないこ
と 同峠に放物線が T角張らないJ二と.
2円周角u)定理の 極`限_Iとして楼弦走声i!をと
らえることができる_
ニ3.2つU)曲線u)角度を定義する
このうち1は従来なされてきた指導u)間趨点を解
決+る 2は従来から等,'UでいたことをLtr,に稚
堪させろことができろ :うはこれまでは取り｣げ
ていJて亡かった内容について扱'-)ことができ,その
内容u直感的に分かりやすいt,a)である
-)7-この定夷には大きな灘点がある 以 lTいく
つかあげろ
lどんな曲線C,')どU)点において接線が引日ろ
か (右側旗線とJこ側横線が一致するか)を･判
'fす 7L),いわゆる接線の仙 十須ノ)議論がほと
んどできない.従って ｢接線が引ける｣とい
J)他念は直感的な阜｣(ノ)に7よってし.去う恐れが
il)る
2定義を文輩で見ると碓雑であるため,初めu
イメージがとらえにくく,導入には向かない
従来の方法で円の接線の牧舎を学習し,その
後で 股の曲線の接線として扱う必要がある.
3作業を通して学習させる必要がある このた
め授業時間/1-多く必要とする
この定義を通じて,どの様な教材が考えられる
か､.tた実際に授美にこu)定苑を導入す7Jために
uどんな間鮎があるu)か(.持氏面u)都合で別途述べ
ることにする 冊)
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